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АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ АБСОЛЮТНОЙ УСТОЙЧИ-
ВОСТИ В КЛАССЕ СИСТЕМ С  

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 
 

На основе предложенной полиномиальной формы частотного условия абсо-
лютной устойчивости в классе систем с дифференцируемой нелинейностью полу-
чены новые, алгебраические критерии абсолютной устойчивости. Анализ поли-
номиальной формы критерия сводится к анализу локальных свойств многочленов 
и рациональной функции на вещественной отрицательной полуоси с помощью 
алгоритмов типа Рауса-Гурвица и вычисления вещественных отрицательных кор-
ней многочленов. 

 
1.Постановка задачи. Будем рассматривать частотное неравен-

ство В.А. Якубовича [1,2] 

– известный критерий абсолютной устойчивости в классе ),0( kM&  
систем с дифференцируемой нелинейностью при заданном  0>k  и 
заданной передаточной функции )(/)()( sqspsW =  устойчивой линей-
ной части системы )()()( ssWs ξσ −= .  Для нелинейного звена 

)(σϕξ =  справедливо неравенство k
d

d
≤≤

σ
σϕ )(0  и также неравенство 

./)( k≤≤ σσϕ0 Многочлены )(),( sqsp заданы 

m
mm bsbsbsp +++= − K1

10)( ,  n
nn asasasq +++= − K1

10)( , mn > . 
В неравенстве (1.1)  21 ,, τθτ  – вещественные параметры, причем 

0,0,0 2121 >+≥≥ ττττ .   
Если выполняется критерий В.М. Попова 

0,0)(Re)(Re1 ≥>++ ωωωθω jWjjWk ,  
то выполняется и критерий (1.1) (при 01 21 == ττ , ), однако обратное 
не обязательно. Другими словами, условие (1.1) может выполняться в 
более широком классе линейной части системы, чем неравенство В.М. 
Попова (но при сужении класса нелинейной части). 

Замечание 1. Если 0≠θ , то в неравенстве (1.1) можно выпол-
нить  деление на θ . Таким образом при анализе неравенства (1.1) 
можно ограничиться значениями { }1,0,1 +−∈θ . До замечания, в ана-
лизе неравенства (1.1) далее примем 0,0 21 ≥> ττ . Случай 0=θ  ис-
ключим как тривиальный (имеющий место при 0)(Re1 >+ ωjWk ).

).(,)](Re[)(Re)](Re[ 110011 2
21 ≥>++++ ωωωτωωθωτ jkWjWjjWk
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Как и в [3] для частотных характеристик )(Re)( ωω jWP = , 
)(Im)( ωω jWQ =  воспользуемся представлениями 

)]()([
2
1)( ωωω jWjWP −+= , )]()([

2
1)( ωωω jWjW
j

Q −−= , 

которые позволяют записать их в виде 
,),(/)()();(/)()( 2ωωωω −=== xxDxBQxDxAP       (1.2) 

где 
             ),()()()(),()()( sqspsчетsBsqspчетsA −−=−= 22  

),()()( sqsqчетsD −=2      (1.3) 
где     KK ++=+++ 2

20
2

210 )( sssчет ααααα .Здесь в силу устойчи-
вости линейной части (полюсы )(sW  расположены  в левой полуплос-
кости) ωω ∀≠ ,0)( jq  и, следовательно, 0)( >xD  при 0≤x . Представ-
ления (1.2) позволяют записать частотное неравенство (1.1) в равно-
сильной полиномиальной форме 

,0,0)()()()( 21 ≤>−−= xxBxGxx θττπ                      (1.4) 
где     )()()( xkAxDxG += . 

Задачу, которая здесь рассматривается, определяет вопрос, суще-
ствуют ли значения параметров 21 ,, τθτ , при которых неравенство 
(1.4) (а вместе с ним и (1.1)) выполняется для системы с заданным 

)(sW и k ? При положительном ответе на этот вопрос следует заклю-
чение об абсолютной устойчивости нелинейной системы [1,2]. 

Замечание 2. Пусть )(πρ −  – число всех различных веществен-
ных отрицательных корней многочлена )(xπ . Произвольно назначив 
параметры 21 ,, τθτ , нетрудно проверить условие  

0)0( >π  (или  0)( >−∞π ),  0)( =− πρ                  (1.5) 
его положительности, – в этом случае достаточное условие. Если оно 
не выполняется, следует рассмотреть другой набор параметров и т.д. 
На этом пути возможны полезные результаты. Привлекательна про-
стота алгебраического критерия (1.5) – число )(πρ −  вычисляется ал-
горитмом типа Рауса-Гурвица [4]. Однако понятна и ограниченность 
подобной многошаговой процедуры, поскольку заранее не известен 
исход любого шага. Поэтому рассматривая полиномиальное неравен-
ство (1.4), поставим задачу определить необходимые и достаточные 
условия его выполнения, т.е. существования параметров 21 ,, τθτ , а 
также и соответствующей области их значений. 

2.Исходные положения.  Из определения многочленов (1.3) сле-
дует (см. также [3]) при 0→x  

KKK +=+−=+= −−
2

11 )(,)()(,)( nnmnmnm axDababxxBabxA .   (2.1) 
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Нетрудно также обнаружить, что при −∞→x  
K+−= nxaxD )()( 2

0  и 0)( >−∞G ,                          (2.2) 
а для рациональной функции 

)(/)()( xGxBxr =                                             (2.3) 
имеем 

0

0)(,0)(
a
bkrr −=−∞=−∞                                      (2.4) 

для 1−< nm  и 1−= nm  соответственно. 
Пусть 0011 =<<<< − ββββ Kss  и 11 γγγ <<< − Kll  – все различ-

ные вещественные отрицательные корни многочленов )(xB  и )(xG  
соответственно.Имеет место следующее исходное утверждение (ана-
логичное [3]). 

Лемма. Если неравенство (1.4), 01 >τ выполняется, то  
1. ;0)0( 2 >+= nmn akbaG   2. siG i ,1,0)( =>β ; 3. либо ,,1,0)( liB i =<γ  
либо liB i ,1,0)( =>γ . 

Замечание 3. Условие 3. леммы выполняется тогда и только то-
гда, когда корни lii ,1, =γ многочлена )(xG  принадлежат тем интер-
валам siii ,1),,( 1 =+ ββ ,   −∞=+1sβ , в которых )(xB  имеет значения 
одного и того же знака. 

Замечание 4. Условия 2.,3,леммы , можно записать в виде 
1. )()( +−− = GBB ρρ , 3. )()( −−− = BGG ρρ  либо  )()( +−− = BGG ρρ . 
Здесь )(•−ρ  – число всех различных вещественных отрицательных 
корней многочлена, а )( ••−ρ  – число таких корней, дающих другому 
многочлену значения указанного знака. 
Указанные числа легко определяются с помощью алгоритмов типа 
Рауса - Гурвица [4], [3]. 

3.Алгебраический критерий абсолютной устойчивости в 
классе ),0( kM& .  Запишем неравенство (1.4) в виде  

,0,0)]()[()( 21 ≤>−−= xxrxxGx θττπ                         (3.1) 
где )(/)()( xGxBxr = , и будем его рассматривать при условиях леммы. 

Замечание 4. Во всяком интервале siii ,1),,( 1 =+ ββ , −∞=+1sβ  ли-
бо нет вовсе, либо содержится четное число тех корней )(xG , в кото-
рых этот многочлен меняет знак. Во всяком интервале 

1,1),,( 1 −=+ liii γγ  либо нет вовсе, либо содержится четное число тех 
корней )(xB , в которых этот многочлен меняет знак. 

В условии 3, леммы, примем для определенности одно из нера-
венств, например, первое (случай противоположного неравенства рас-
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сматривается аналогично). Итак, пусть siB i ,1,0)( =<γ . Будем рас-
сматривать ветви рациональной функции (2.3) – сужения на интерва-
лы, определяемые ее точками разрыва lii ,1, =γ . Будем различать вет-
ви )(xr + , определенные в интервалах отрицательности )(xG , и ветви 

)(xr − , определенные в интервалах положительности )(xG . Ветви 
)(xr +  и )(xr −  имеют соответственно положительные и отрицатель-

ные бесконечные значения. Ветви )(xr +  принимают только положи-
тельные значения, в то время как ветви )(xr −  могут принимать значе-
ния и разных знаков (когда )(xB  меняет знак в интервале определения 

)(xr − ). Поскольку 1γ  принадлежит интервалу отрицательности )(xB  
и  в силу того, что ,0)0(,0)0( 1 >+> γGG  а ,0)( 1 <γB имеем 

−∞=+ )0( 1γr . Поэтому начальная ветвь может быть обозначена как 
)(0 xr − . 
Замечание 5. Если интервал )0,( 1β  – интервал отрицательности 

)(xB  (годограф )( ωjW  идет от начальной точки )0( jW  вниз, т.е. 
0)0( <+Q  и 0)0( <−B ), содержащий корни )(xG , то 

)0,(,0)( 10 γ∈<− xxr . Если же первым интервалом отрицательности, со-
держащим корни )(xG , будет, например, интервал ),( 12 ββ , то 

0)(0 >− xr  при )0,( 1β∈x  и 0)(0 <− xr  при ),( 11 βγ∈x . Для последней 
ветви (по отрицательной полуоси от начала, слева от прямой lx γ= ) 
имеем 0)0( >−lγG , т. к. 0)( >−∞G  и 0)( <lγB . Поэтому эту ветвь 
можно обозначить  как )(xr−

l . 
Замечание 6. Для ветви )(xr−

l , имеем 0)( =−∞−
lr  при 1−< nm  и 

00 /)( akbr −=−∞−
l  в силу (2.4). Таким образом, ветвь )(xr−

l  всегда име-
ет горизонтальную асимптоту. 

Наконец, полезно отметить, что экстремальные значения ветвей 
определяются корнями многочлена 
 )(')()()(')( xGxBxGxBxE −= . (3.2) 
Вернемся теперь к неравенству (3.1). Поскольку в рассматриваемом 
случае 0)( <iB γ ,  имеем )()( ii B γθγπ −= . Следовательно, необходимо 
принять 0>θ , и неравенству (3.1) можно придать равносильный вид 
(не меняя обозначение левой части) 
 0)]()[()( >−−= xrxxGx αδπ , (3.3) 
где Θ=Θ== /,/),(/)()( 21 τατδxGxBxr  и в силу замечания 1: 

0,0 ≥> αδ . 
Введем в рассмотрение прямые 
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 δα +−= xy . (3.4) 
Очевидно, что всякая прямая вида (3.4) делит плоскость ),( yx  на две 
полуплоскости −+ DD ,  сверху и снизу от прямой соответственно. Бу-
дем говорить, что прямая (3.4) разделяет ветви функции )(xr , когда 
все ветви )(xr+  принадлежат полуплоскости +D , а все ветви )(xr−  – 
полуплоскости −D . 

Замечание 7. Если прямая (3.4) разделяет ветви )(xr , то 0≥α , 
т.к. в противном случае она пересекала бы ветвь )(xr−

l , в силу замеча-
ния 6. 

Среди прямых вида (3.4) выделим касательные прямые к ветвям 
функции )(xr . Для этого заметим, что параметры ∗∗ α,x  касательной 
прямой из точки ),0( δ  к кривой )(xr  определяют равенства 

)(),(' ∗∗∗∗∗ =+−=− xrxxr δαα ,                               (3.5) 
где dxxdrxr /)()(' = . Т. к. )(/)()( xGxBxr =  и )(/)()(' 2 xGxExr = , где 

)(xE  определено равенством (3.2), то корни ∗x  (абсциссы точек каса-
ния) многочлена 

)()()()()( 2 xGxBxGxxExF −+= δ                       (3.6) 
в заданном интервале −∞== ++ 11 ;,1),,( ll γγγ iii  определяют каса-
тельные прямые к ветви )(xr  в этом интервале. 

Замечание 8. Поскольку )(')()()( kkkkkk GBEF γγγγγγ −== , то во 
всяком интервале ),( 1 ii γγ + , определяемом соседними корнями )(xG  
нечетной кратности, многочлен (3.6) имеет по крайней мере один ко-
рень. 

Анализируя неравенства (3.1), (3.3), выделим случаи: 1. )(xG  не 
меняет знака на полупрямой 0≤x ; 2. )(xB  не меняет знака на полу-
прямой 0≤x ; 3. каждый из многочленов )(),( xGxB  меняет знак на 
полупрямой 0≤x . Первые два случая будем называть простейшими, а 
третий – общим. 

Замечание 9. Для простейших случаев имеет место следующее 
утверждение: 1. если )(xG  знака не меняет, т. е. 0)(,0)0( => − GG ρ , 
то неравенство (3.3) выполняется, например, при 0,max >= αδ r  
(функция )(xr  не имеет разрывов и ограничена); 2. если 0)( <xB  зна-
ка не меняет, т. е. 0)( =− Bρ , то неравенство (3.3) выполняется, на-
пример, при 00 =<< + αδ ,minr , где +

minr – наименьшее значение функ-
ции )(xr  на ветвях )(xr +  (ветви 0>+ )(xr ; ветви 0<− )(xr ). 

Рассмотрим общий случай. Пусть +
minα  и −

maxα  наименьшее и наи-
большее значение при заданном 0≥δ  среди значений параметра α  
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касательных прямых из точки ),( δ0  к ветвям )(xr +  и к ветвям )(xr −  
соответственно. Имеет место следующее утверждение. 

Теорема. Пусть выполняются условия леммы и l,,)( 10 =< iB iγ . 
Тогда: I. для выполнения неравенства (3.3) необходимо и достаточно, 
чтобы в плоскости ),( yx  существовала разделяющая прямая (3.4); II. 
для выполнения неравенства (3.3) необходимо и достаточно сущест-
вование такого 0≥δ , чтобы выполнялись неравенства 

+− <<≤ minmax ααα0 .                              (3.7) 
Здесь первая и вторая часть представляет собой равносильные 

геометрическую и аналитическую формы утверждения. 
Доказательство теоремы легко следует из вышеизложенного. 
Необходимость. В точке касания ∗x  касательной прямой 

δα +−= +
∗ xy  к какой-либо ветви )(xr+  в силу (3.5) имеем 

 ∗
+
∗∗∗

+
∗∗ −−=−− xxGxrxxG ))(()]()[( αααδ . 

Т. к. в интервалах определения ветвей 0)()( <+ xGxr , то для выпол-
нения неравенства (3.3) в точке 0<∗x  необходимо +

∗< αα . Аналогич-
но, рассматривая какую-либо ветвь )(xr − , получаем как необходимое 
неравенство −

∗> αα . Из подобных неравенств для всего множества 
ветвей следует как необходимое неравенство (3.7). 

Достаточность. Пусть выполняются неравенства (3.7). Для всякой 
ветви )(xr+  
 0])()()[( >−−−− +

∗
++

∗ xxrxxG αααδ , 
т. к. 0≤−− ++

∗ )(xrxαδ  (ветвь расположена выше касательной), 
+
∗

+ ≤< ααα min  и 0)( <xG  в интервалах определения ветвей )(xr + . Ана-
логично для всякой ветви )(xr − имеем 

,])()()[( ** 0>−−−− −−− xxrxxG αααδ  
т.к. ,)(* 0≥−− −− xrxαδ  −> *αα  и 0>)(xG  в интервалах определения 
ветвей )(xr− . Наконец, если неравенства (3.7) выполняются при 0=δ , 
то они выполняются по непрерывности и при достаточно малом 0>δ . 
Теорема доказана. 

Следствие. При всяком 0≥δ  выше указан способ вычисления 
значений )(max δα −  и )(min δα + . Тем самым определена функция 

)()()( maxmin δαδαδ −+ −=∆ . Если при 0≥δ  существует область поло-
жительных значений этой функции, то неравенство (3.3), а значит и 
неравенство (3.1) выполняется. 
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Пример. Пусть )(sW  такова, что: 1. При некотором 1R∈ϑ , 
0)()(/1 >−+ ωϑω QPk , 0≥ω ; 2. Если существуют значения ω , такие 

что 0)(/1 =+ ωPk , и ",' ωω  наименьшее и наибольшее из них, то 
0)( <ωϑQ  при )",'( ωωω ∈  и 0≠ϑ . 

В равносильной полиномиальной форме имеем: 1. 

0,0)()( ≤>− xxBxG
ω
ϑ ; 2. если 0)( =γG ,  то 0)( <γϑB  и все γ  при-

надлежат одному интервалу отрицательности )(хBϑ . Нетрудно ви-
деть, что все условия леммы выполнены. 

Пусть для определенности 0>ϑ  и ϑµ k= . Тогда 0)( <γB , при-
чем 2

1 'ωγ −= и 2"ωγ −=l . Вне интервала 0)(),( 1 >xGl γγ . Запишем 
)())(()( xBxxGx −−= αδπ  в виде )()()( 21 xxx πππ += , где  

)]()()[()(1 xBxGxx
ω
µ

αδπ −−=  и )()()( xBxx ψπ =2 , +−= xx αψ ()(  

1−+
ω
µ

δ ) ,  2ω−=x . При 0>α  и 0>δ  0)(1 >xπ . Выберем их так, 

чтобы  ))(()( ωωωωαµωψ ′′−′−=x , т.е. )/(1 ωωαµ ′′+′= , =δµ  
)/( ωωωω ′′+′′′′=  Тогда 0)( <xψ , если ),( 1 lx γγ∈ , и 0>)(xψ  вне ука-

занного интервала. Теперь имеем следующее. Если ),( 1γγ lx∈ , т.е. 
)",'( ωωω ∈ , то 0)( <xψ  и 0)( <хB , а значит 0)(2 >xπ  и 0)( >xπ  (т.к. 

0)(1 >xπ ). Пусть ),( 1γγ lx∉ , а тогда 0>)(xψ  и 0)( >хG . Для тех x , 
при которых 0)( <хB , 0)( >xπ  по исходному выражению. Для тех же 
x , при которых 0)( >хB  имеем 0)(2 >xπ  и  0)( >xπ . Наконец, 

0)()( >−= γγπ B . Значит, при всех 0≤x  неравенство (3.3) (а с ним и 
(1.1) при 0≥ω ) выполняется. При 0<ϑ  рассмотрение аналогично. 

Таким образом, частотные условия 1, 2 достаточны для выполне-
ния  условия абсолютной устойчивости  (1.1) в классе ),0( kM&  (см. 
теорему 4.8.1 в [2], условия которой,  здесь несколько ослаблены). 

В этом примере за счет дополнительного условия 1 оказалось 
возможным установить существование нужных ,0,0 >> δα  не вы-
числяя их значений. 
Заключение. Предложенная в настоящей статье теорема дает полный 
ответ на вопрос о существовании параметров 21 ,, τθτ , при которых 
частотное условие абсолютной устойчивости  в классе ),0( kM&  вы-
полняется. Необходимые и достаточные условия теоремы позволяют 
определить и соответствующие области значений параметров. Как и 
аналогичные результаты [3] для критерия В. М. Попова, результаты 
представленные в настоящей статье, позволяют алгебраическими ме- 
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тодами выполнить локальный анализ критерия абсолютной устойчи-
вости. 
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