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ВРАЩАЮЩИЕСЯ ВОЛНЫ В ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ 

С ПРЕОБРАЗОВАННЫМ  АРГУМЕНТОМ 
 
Исследована задача  бифуркации периодических орбитально устойчивых про-

странственно-неоднородных решений типа вращающихся волн, рождающихся из 
пространственно-однородного стационарного решения параболического уравнения с 
преобразованием  поворота пространственной координаты.  Рассматриваемое урав-
нение возникает при моделировании процессов самовоздействия светового поля в 
оптическом резонаторе  с распределенной обратной связью. 

 
1. Введение. Изучаются автоколебательные режимы в оптическом 

резонаторе [1], связанные  с поворотом поля в контуре обратной связи 
вокруг оптической оси.  

В экспериментах по исследованию ротационной неустойчивости 
наблюдались многолепестковые вращающиеся структуры (оптические 
ревербераторы). Изменение угла поворота приводило к изменению ско-
рости и направления вращения структур (при некоторых углах поворота  
структуры оставались неподвижными). Определяющее влияние на раз-
витие пространственно-временной упорядоченности оказывает измене-
ние: интенсивности входного поля, угла поворота поля.  

Для описания фазы световой волны при повороте поля на угол h  в 
контуре обратной связи в [1] использовались уравнения 

 
)cos(/ huKuDutu γ++∆=+∂∂ 1 ,    (1) 

0=∂∂ ∂S|u/ ν ,    (2) 
),(,| 000 θruuuu ot === .     (3) 

 
Здесь S – круг единичного радиуса с центром в начале, ∆ – двумерный 
оператор Лапласа, ν  – нормаль к границе S∂ , ),( θr  – полярные коорди-
наты в S , ),(),( hruruh += θθ , 0>D  – коэффициент диффузии частиц не-
линейной среды, 10 ≤< γ  – видность интерференционной картины, 0>K  
– коэффициент пропорциональный интенсивности светового потока.  

В работах [1] – [2] возникновение пространственно-неоднородных 
вращающихся структур связывалось с потерей устойчивости стационар-
ного пространственно-однородного режима. На этом пути в [1] – [2] най-
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дены формулы для пространственного периода и временной частоты 
вращающихся структур типа многолепестковых волн.  

В работах [3], [4], [5]  доказаны теоремы существования и единст-
венности периодических решений типа бегущих, многолепестковых  
волн, получены их разложения  по степеням малого параметра, исследо-
вана их устойчивость. 

Бифуркация рождения периодических решений задач вида (1) – (3) 
для двумерных гладких областей при общих предположениях о преобра-
зованиях областей исследована в [6] , [7]. 

В настоящей статье найдены явные выражения для асимптотик  ро-
ждающихся периодических решений и для величин, определяющих ха-
рактер  бифуркации. Рассмотрен случай  критических углов поворота. 

2. Линеаризация. Обозначим lH  шкалу пространств, порожденную 
оператором ∆−  при граничных значениях (2). Норма в этих пространст-
вах задается формулой  
 

.,,|| ><+>∆−=< uuuuu l
l
2

 
 
Заметим, что ),(SHH ll ⊂  где )(SH l  – пространство Соболева со 

скалярным произведением 

∑∫ ∂∂=><
l

0 S
l dxxvxuvu )()(, αα , 

и норма )(SH l , суженная  на lH ,  эквивалентна норме в lH .  
        Следуя  [8] ,  нетрудно убедится, что задача (1) – (3) порождает в 
пространстве 1H   нелинейную аналитическую полугруппу. 

Пространственно-однородные стационарные решения задачи  
(1) – (2) являются решениями уравнения 
 

).cos( wKw += 1       (4) 
Решения этого уравнения  рассмотрим при фиксированном  γ . 

 Условие 1. Уравнение (4) при KK
)

=  имеет   решение ww )=  и 
.sin 01 ≠+ wK ))

γ  
Тогда, согласно  [3] в некоторой окрестности точки 0=µ  существу-

ет  аналитическая функция ),(µww = ww )=)(0 , удовлетворяющая урав-
нению (4)  при  µ+= KK

)
. Справедливо следующее равенство 

).sin/()cos()( wKww ))) γγ ++=′ 110  
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Исследование решений задачи (1) – (2)  в окрестности )(µw  заменой 
vwu +=  сводится к  аналогичной проблеме для нулевого решения в за-

даче    
  ),,()(/ µµ vRvLdtdv +=     (5)   

  где   
,sin)( hwvKvvDvL γµ −−∆=  

].sincos)[cos(),( wvwvwKvR hh +−+=µ  
 

Обозначим    ,sin wKγ
)

−=Λ   ).cos)0(((sin1 wwKwl ))) ′+−= γ   
Функции  ,)j( kp,

θip
p erJ ′  ,)j( kp,

θip
p erJ −′  где pJ  функция Бесселя первого 

рода порядка p , ,0)j( kp, =′′pJ   являются  собственными функциями опе-

ратора :)(µL  ,)j()j()( kp,,kp,
θθ λµ ip

pkp
ip

p erJerJL ′=′   
где 
 

),()()( ,,, µωµδµλ kpkpkp i+=  
 

),cos(sin1)j( 2
kp,, phwKDkp γδ −−′−=     

 
).sin(sin, phwKkp γω −=  

  
Для исследования рождающихся из стационара  устойчивых перио-

дических решений предположим, что выполнено условие. 
 Условие 2. Существуют такие ),0(, >mkm  что ,0)0(, =kmδ   

 ,0cos)0( 1
'

, ≠= mhlkmδ    ,0)0(, << dspδ  .,:, ksmpsp ≠±≠∀  
 Из  условия 2 следует, что  ,1=k    ,1−<Λ  .0sin >w)   
3. Центральные многообразия. Оператор  )0(L−  в пространстве 

H  c областью определения 2H является  секториальным оператором [8]. 
Уравнение (8) инвариантно относительно  группы вращения 

., R∈+→ ααθθ  Обозначим ).(),( 1, rjJeeSpanN mm
imim

m ′= − θθ  Зафикси-
руем натуральное .4≥s  Согласно [8], [9] надстроенная над уравнением 
(5) система имеет sC    гладкое экспоненциально устойчивое локальное 
инвариантное многообразие M  касательное к  RNm ×  в нуле и инвари-
антное относительно  группы вращения. Следовательно,  центральное 
многообразие M  уравнение (5) представимо в виде  
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∑
≠

− ′+′+==
1

1
s

ksmmsks
imss

mm
imim rjJzzezrjJezzevM )},(),(Re)()({ ,,,, µσθθθ  (6) 

где  ,...2),,(),,( ,0, =kkss µρσµρσ  гладкие по ),( µρ  в окрестности  )0,0(  
функции. 

На M  уравнение (5) имеет нормальную форму Пуанкаре [10] – [11] 

zzzcdtdz k
km )))(()((/

1
1, ∑

∞

+= µµλ .     (7) 

Ряд в правой части этого уравнения асимптотически сходится в окрест-
ности )0,0(  к s  – гладкой функции. 

Для вычисления  11 )0( cc =  определяются ).0,(),0,( ,2,0 ρσρσ kk  С це-
лью сокращения опустим их представления, учтя в дальнейших теоре-
мах, и приведем формулу для  1c  

).)2()()cos(2/(
1

11
1

2
1

10
0

2
0

2
01 ∑

∞
−− ++Λ−= kkkkkk

imh ababwKec ααγα
)

     (8) 

Здесь  

                ,)( 1,

1

0

4
0 rdrjJ mm ′= ∫α                                                  (9) 

,1)jD( 2
k0,

0 Λ−+′=ka                                  (10) 
 

,2exp1)()0(2)( 2
,21,

11 imhjDihaa kmmkk Λ−+′+== ω    (11) 

            ,)()( ,001,

1

0

2
0 rdrrjJrjJb kmmk ′′= ∫     ,)( ,0

1

0

2
0k0 rdrjJ k′= ∫α  (12) 

  ,)()( ,221,

1

0

2
1 rdrrjJrjJb kmmmmk ′′= ∫                  .)( ,22

2
1

0
1 rdrrjJ kmmk ′= ∫α  (13) 

Из равенств (9) – (13) и условия 2 следует,  что .0Re 1 <c  Поэтому 
[10], [11] система (7) при 01, >′mδ  и достаточно малых  0>µ  имеет орби-
тально асимптотически устойчивое периодическое решение  

tiez )(εωε= ,      (14) 
где  

           ∑
∞

=+
1

2
1, ,0)(ReRe k

km c εµλ                        (15) 

∑
∞

+=
1

2
m,1 .)(ImIm)( k

kc εµλεω    (16) 
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Периодическое решение (14) является единственным периодическим  
решением  (7) в окрестности ).0,0(   

4. Существование и единственность периодических решений. 
Используя равенства (6), (14) – (16), теоремы о центральных многообра-
зиях [8], [9], [11] приходим к теореме.  

Теорема 1.  Пусть выполнены условия 1, 2.  Предположим, что  
,0)0(1, ≠mω .0)0(1, >′mδ  Тогда существует такое  ,00 >µ  что при 

00 µµ <<  задача (1) – (2) имеет орбитально асимптотически устойчи-
вое в 1H  периодическое по t   решение ),,( µηruu mm =  ))(( mtt += µωη ,  
где 

∑
∞

− +′−′+=
1

10
k,0,0,00

2
1,

2/1 )()((coscos2)( kkkmmm abrjJwKaarjJwu αγµηµ
)

 

                    ∑
∞

−+ +′+
1

11
1122

h)2im( ...,))(()(Ree habrjJ kkkmm αη       (17) 

,)Re/cos( 2/1
11 cmhla −=    ...,Imsinsin)( 2

1 ++−= acmhwKγµω  
а   1c , kb0 , ,0kα  0

ka , kb1 , ,1kα  ),(1 hak  определены в (8) – (13).  
Периодическое решение mu  задачи (1) – (2) в окрестности ,wu )=   

0=µ  единственно. 
Замечание. Свойства выражения вида (17), определяющего вра-

щающуюся волну задачи (1) – (2), проанализированы в [12] (см. (8.43)). 
5. Периодические решения в вырожденном случае.  Пусть вы-

полнены условия 1, 2. Предположим, что 
 

.0sin)0(1, =Λ= mhmω                                    (18) 
Условие (18), учитывая что ,1−<Λ  ,0cos <mh  приводит к равенству  

π)12( += smh  при некотором натуральном s . Соответствующее значе-
ние h  обозначим  h

)
. Предположим       

.0)cos)0((sin)0(1, >′+=′ wwKwm
)))γδ     (19) 

Положим в  (5) ν+= hh
)

 и запишем полученное уравнение в виде  
 

).,,(),(/ νµνµ vRvLdtdv +=     (20) 
 

Это уравнение удовлетворяет условиям существования гладкого цен-
трального многообразия M

)
 в окрестности нуля. Можно считать, что 

многообразие M
)
совпадает с построенным выше многообразиемM , в ко-



Е.П. Белан 
_________________________________________________________________________ 

ISSN 0203-3755.  Динам. системы,  2000, Вып. 16 135

тором ν+= hh
)

. Заметим также, что многообразие M
)

 инвариантно от-
носительно группы отражения θθνν −→→−→ ,, zz . Уравнение 
(20) на многообразии M

)
 принимает  вид  

k
km zzzczdtdz )(),(),(/

1
1, ∑

∞

+= νµνµλ                       (21) 

где 
νωγσνµλ miKm sinsin),(1, += ,     ωγνωγσ ))

sincossin KmK −= , 
),(Re),(Re νµνµ −=− kk cc ,     ),,(Im),(Im νµνµ −−=− kk cc  

))()(()cos/(Im ∑
∞

−− ++Λ−−=
1

11
1

2
1

10
0

2
0

2
01 22 kkkkkk ababKec ααωγαν ))

,   (22) 

 )0,0(11 сс = , а )(,,,,,, 11
11

0
000 ναααααα kkkkkkk bb = определены в (9) – 

(13). Так как согласно (19) 0)0()0,0( 1, >′= mδσ µ , то отображение 
),(),( νσνµ →  в окрестности (0,0) является обратимым. Обратное ото-

бражение является аналитическим. Перейдем в семействе  уравнений 
(21) к параметрам ),( νσ  и соответствующие коэффициенты асимптоти-
чески сходящегося ряда обозначим ),( νσkс

) . Очевидно )0,0()0,0( kk сс =) . 
Справедливы также равенства  

),(Re),(Re νσνσ −=− kk cc )) ,     ).,(Im),(Im νσνσ −−=− kk cc ))  
Уравнение  

∑
∞

>=−+
1

2 0,0)),(Re( εενσσε kc)  

запишем в виде 
0),,(Re),,( 3

1 =++= ενσφεσεενσ cq ,                       (23) 
где |).||||(|),,( 233 νεσεεενσφ ++= o  

Используя модифицированный метод ломаных Ньютона [8], нера-
венство  ,0Re 1 <c  приходим к  заключению, что существуют такие по-
ложительные ,, 00 νσ  что при ,0 0σσ <<  0|| νν <  уравнение (23) имеет 
единственное гладкое положительное решение ),( νσε +  такое, что  

),,()Re/(),( 2/1
1 νσσνσε Oc +−=+      .0 ) ),(, , ( <+ νσενσεq  

Обозначим ),()),,(( νµεννµσε +
+ = .  Заметим, что ),,(),( νµενµε ++ =−  

0)0,( >µσ  при  0>µ .  
Таким образом, уравнение (21) при 0,0 => νµ  имеет семейство со-

стояний равновесия, заполняющих окружность ).0,(|| µε +=z  Это инвари-
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антное многообразие  является орбитально асимптотически устойчивым. 
Уравнение (21) при малых   ,0|| ≠ν  ,0>µ   таких, что  0),( >νµσ , имеет 
периодическое решение, орбитой которого является окружность 

),,(|| νµε +=z  а движение по ней осуществляется с частотой ),( νµω  
)),(),(( νµωνµω −=− , где 

....Re/Imsinsin),( 11 +−= ccmwK σνγνµω  
Следовательно, при переходе  ν  через 0  происходит смена направлений 
движения фазовых точек.  
 Из теоремы сведения   следует теорема.  

Теорема 2. Пусть выполнены сформулированные выше условия. То-
гда существуют такие 00 >µ , 00 >ν , что при 00 µµ << , 0|| νν <  в об-
ласти изменения параметровµ , ,ν  определяемых неравенством 0>σ , 
задача (1) – (2) имеет орбитально асимптотически устойчивое в 1H  
периодическое по t решение ),,,( νµηruu mm = , )),(( mtt += νµωη ,  где 

+′−+= ησ cos2)()Re/( 1,
2/1

1 mmm jJcwu  

∑
∞

−− +′+
1

10
00,0

1
1 )()((cos))(Re(

0 kkkk abrjJwKc αγσ ))
 

∑
∞

−+ +′+
1

11
11,22

)(2 ...,))(()(Re νανη
kkkkmm

mi abrjJe  

kb0 , ,0kα  0
ka , kb1 , k1α , )(1 νka  определены в (9) – (13), а 1c определена  

в (22) .  
Периодическое решение mu  задачи (1) – (2) в окрестности  ω)=u ,  

0=µ , 0=ν  единственно. 
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