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ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНЫ ОТ ГЛУБИННОГО ИСТОЧНИКА 
ПРОДОЛЬНЫХ ВОЛН В УПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ  

 
Рассматривается нестационарная задача о распространении волн на поверх-

ности упругого полупространства от глубинного источника расширения (модель 
взрыва в полупространстве). Получены точные решения в виде интегралов с ко-
нечными пределами, проведен численный расчет общего решения. Получены ал-
гебраические выражения для волны Рэлея. Исследуется переходной процесс для 
волны Рэлея на поверхности полупространства. Приводятся расчеты волны Рэлея 
от разрывных импульсных источников. 
 

Точечный источник продольных волн на глубине h  в цилиндри-
ческой системе координат можно представить в виде действия обоб-
щенной силы: 

)()()(),,( hz
r
rtNPtzrF −⋅= δ

π
δ
2

,   (1) 

при этом потенциал смешений для падающей волны удовлетворяет 
волновому уравнению:  
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где α  – скорость продольных волн. 
Применяя интегральное преобразование Бесселя–Лапласа в виде: 
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( 0I -модифицированная функция Бесселя, 0K - функция Макдональда) 
можно получить изображение решения для падающей волны (здесь и 
далее функции и трансформанты обозначаются одной и той же бук-
вой, а различаются в зависимости от аргументов): 
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Переход к комплексному лучевому параметру p  осуществляется за-
меной sp=λ  (λ  рассматривается как формальная переменная интег-
рирования, s – формальный параметр), тогда преобразование Лапласа 
(3) примет вид: 
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Известно, что источник вида (1) генерирует отраженные про-
дольную и поперечную волны, поэтому преобразование Лапласа ре-
шения для суммарных потенциалов имеет вид: 
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где ψ – потенциал поперечных упругих волн, удовлетворяющий вол-
новому уравнению 

ψβψ 22∇=&& ,        2
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β  – скорость распространения поперечных волн, PP  и PS  – коэф-
фициенты отражения.  

Выражения для смещений и напряжений имеют вид: 
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Условия на свободной поверхности 0=rzσ  и 0=zzσ  определяют 

коэффициенты отражения PP  и PS : 
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где ξη
β

222
2 421 pppR +−= )()(  – соотношение Рэлея. 
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Преобразования Лапласа смещений на поверхности 0=z  имеют 
вид: 
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Полагая )()( ttHtN = ( )(tH – функция Хевисайда), т.е. 12 =)(sNs  и ис-
пользуя свойства функции Макдональда: )()( xKxK 00 =  и 

)()( xKxK 11 = , а также четность величин R,,ηξ  относительно чисто 
мнимых p , можно переписать (9) в виде: 
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Обратное преобразование Лапласа осуществляется применени-
ем табличных интегралов: 
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Здесь и далее (кроме (16), (17)) используются безразмерные ве-

личины (черточки над ними опускаются): 
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Метод Каньяра [1] позволяет представить интегралы (11) в виде 

интегралов с конечными пределами, для этого следует сделать замену 
ξτ += pr  (τ  – действительный параметр), и провести интегрирова-
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ние по соответствующему контуру (действительный полюс Рэлея бу-
дет лежать вне этого контура): 
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Из (12) видно, что ступенчатая функция ограничивает беско-
нечный предел интегрирования, также можно показать, что отрезок 

12 +<< rγτγ  не дает вклад в интегралы (12). Как в случае ru , так и 
в случае zu  подынтегральные выражения приобретают ненулевую 
мнимую часть только при 12 +> rγτ . Поэтому окончательные вы-
ражения для смещений имеют вид: 
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Интегралы имеют интегрируемые особенности на обоих концах ин-
тегрирования т.е. при t=τ  и 12 += rγτ . Следует отметить, что при 
получении (13) не было сделано никаких приближений. Численные 
расчеты ),( trFr , ),( trFz  представлены на рис. 1,2. 

Компоненты смещений в волне Рэлея можно вычислить непо-
средственно как вычеты подынтегральных выражений (11) в полюсе 
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На рис.1,2 видно, что вклад волны Рэлея преобладает в общем 
решении даже при относительно небольшом отношении эпицен-
трального расстояния к глубине источника.  

Очевидно, что следует идентифицировать фронт Рэлея с макси-

мумами на теоретических сейсмограммах (рис.1,2). Если поместить 
приемник над источником ( 0=r ), то нетрудно показать, что макси-
мум функции ),0( tu R

z  достигается в точке  
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а если перейти к размерным переменным, то это соотношение примет 
вид:  
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что можно интерпретировать как время выхода фронта вертикальной 
волны Рэлея на поверхность. Более того, можно рассчитать расстоя-
ние, которое пройдет Р – волна по поверхности до момента выхода  
волны Рэлея: 
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В силу линейности задачи, для волн Рэлея дифференцировани-
ем по времени выражений (14) можно получить решения для времен-
ных зависимостей )(tH  и )(tδ . При этом, как показано на рис. 3,4, 
формы колебаний в волне Рэлея от этих источников, в отличие от ис-
точника с временной зависимостью )(ttH  (рис.1,2) характеризуются 
уже двумя сильно выраженными экстремумами. 

Вертикальную компоненту смещений (14) можно представить в 
виде волнового пакета: 
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Движение с постоянной фазой 0θθ =),( tr  имеет траекторию вида: 
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при этом положительный корень 

0θtt =  можно интерпретировать как 
время выхода фазы величины 0θ  на поверхность, а именно: 
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Дифференцированием (19) можно получить выражение для фа-

зовой скорости вертикальной компоненты волны Рэлея: 
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Отсюда видно, что фазовая скорость при ∞→t  будет равна ско-
рости распространения волн Рэлея Rc , а при 0=h  (источник на по-
верхности) RcC =Φ  и, следовательно, дисперсия отсутствует. 

 Пользуясь обобщенными понятиями частоты и волнового числа 
[2] можно получить дисперсионное соотношение для этого колебания 
в виде ( KW , соответственно частота и волновое число):  
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Из (21) также видно, что при 0=h  на фронте Рэлея  tcr R=  фазовая 
скорость будет постоянной и RcKKW ⋅=)( . 

Легко видеть, что максимальное значение фазы 4/πθ =  достига-
ется при 0=x , т.е. при 22 stcr R −= , а максимум амплитуды – при 

22 stcr R += , это означает, что максимум смещений на больших 
временах соответствует фронту Рэлея tcr R= . 

Численные расчеты для временных зависимостей )(tH и )(tδ  по-
казывают два хорошо различимых экстремума смещений, а так как 
именно эти функции являются передаточными при построении реше-
ний с другими временными зависимостями можно сделать вывод о 
том, что смещения в волне Рэлея от глубинного источника может ха-
рактеризоваться четко выраженными максимумом и минимумом 
смещений. Изучение этих точек могло бы дать дополнительную ин-
формацию при решении обратных задач. 
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