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ХАРАКТЕРИСТИКА  КРАТНОСТИ  НЕПРЕРЫВНОГО 
СПЕКТРА  ОДНОГО КЛАССА  ДИССИПАТИВНЫХ 

ОПЕРАТОРОВ 
 
Для одного класса диссипативных квазиэрмитовых операторов вводится по-

нятие кратности непрерывного спектра. В терминах неотрицательной компоненты 
полярного разложения разности предельных значений характеристической мат-
рицы-функции приводится формула ее вычисления.  

 
Предметом исследования настоящей работы является широкий 

класс диссипативных несамосопряженных неограниченных операто-
ров, образующий подкласс класса квазиэрмитовых операторов, наи-
более полный обзор свойств которых представлен в монографии А.В. 
Кужеля [1]. 
Замкнутый оператор A , действующий в гильбертовом простран-

стве H , называется квазиэрмитовым оператором ранга r  (или rK -
оператором), если AMAA =o  – эрмитов оператор с индексом дефекта 

),( rr  )0( +∞<< r  и ≠)(Aρ Ш, где =∈= ),()({ yAxADxM A  
)}(),( ADyAyx ∈∀=  – область эрмитовости. Будем говорить, что опе-

ратор A  является rK + -оператором (или принадлежит классу rK+ ), если 
A  – диссипативный  rK -оператор, характеристическая матрица-
функция которого )(λχ A  представима в виде 
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 )()(* σσ  (под нормой матрицы понимаем норму соот-

ветствующего преобразования в пространстве r
2l ). 
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В случае конечномерного пространства общая кратность спектра 
оператора определяется как максимальная кратность его собственных 
значений. Это определение не переносится на произвольные операто-
ры в пространстве Гильберта H . В случае самосопряженного опера-
тора  кратность спектра в книге Н. И. Ахиезера и И. М. Глазмана [2] 
определяется в терминах порождающего подпространства, т.е. такого 
подпространства G , что замыкание линейной оболочки множества 
{ }GE )(∆  совпадает с H , где ∆  пробегает совокупность всех интерва-
лов числовой оси и tE  –  спектральная функция. При этом кратностью 
(или общей кратностью) спектра самосопряженного оператора A  на-
зывают минимальную размерность порождающего подпространства 
этого оператора. В том случае, когда  у оператора A  не существует 
конечномерных порождающих  подпространств, кратность спектра 
оператора считается бесконечной. 
По аналогии с теорией самосопряженных  операторов Л.А. Сах-

нович вводит в работе [3] понятие порождающего подпространства и 
кратности спектра для определенных на всем пространстве несамосо-
пряженных ограниченных операторов. В этом случае подпространство 
G  называется порождающим, если замкнутая оболочка всех многооб-
разий GAn  ( ,...2,1,0=n ) совпадает с H . Кратностью (или общей крат-
ностью) спектра несамосопряженного определенного на всем про-
странстве ограниченного оператора A , как и в случае самосопряжен-
ных операторов, называют минимальную размерность порождающего 
подпространства оператора. 
Введем понятие порождающего подпространства и кратности 

спектра для операторов класса rK+ . Подпространство G  будем назы-
вать порождающим, если замыкание линейной оболочки всех много-
образий GARn

i )(± , ,...)3,2,1( =n  совпадает с H . При этом определение 
кратности будет таким же, как и в случае самосопряженных операто-
ров или несамосопряженных, определенных на всем пространстве, ог-
раниченных операторов. 
Определим для неограниченного оператора еще ряд понятий ха-

рактеризующих спектр. Если оператор имеет инвариантные подпро-
странства, то рассмотрим множество ∆M  всех индуцированных опе-
раторов со спектром, лежащим в некотором замкнутом множестве ∆ . 
максимальную кратность спектра операторов ∆A  из ∆M  будем назы-
вать кратностью спектра оператора A  на множестве ∆ . Кратностью 
спектра оператора в точке λ  будем называть предел последовательно-
сти кратностей спектра оператора A  в сегментах [ ]nn

11 , +− λλ   при  
∞→n . 
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Пусть rKA +∈ , тогда простая часть оператора A  унитарно эквива-
лентна модельному оператору A , задаваемому равенством 

( ) [ ]∫ ∈+=
b

x

r baLfdtxtxfixxfxf ,     ,)()()()()( 2
*σσA . 

Область определения простой части оператора A  равна 
I AA HD )( , где AH  есть замыкание линейного многообразия, в кото-

рое переходит [ ]baLr ,2  при умножении его элементов на )(* xσ  справа. 
При этом AH  совпадает с замыканием конечных линейных комбина-
ций векторов вида [ ],)()( * xhR n

i σA±  ,...)3,2,1( =n , h  – произвольный 
фиксированный вектор из r

2l . Отсюда следует, что линейная комби-
нация строк матрицы-функции )(* xσ  образует порождающее подпро-
странство, и что кратность спектра s  простой части оператора  rKA +∈   
равна    )(  max * xrangvrais

bxa
σ
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= . 

Из результатов статьи автора [4] следует, что для оператора *A  
имеют место следующие соотношения 
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где )(ξG , ),( ξxU  – соответственно неотрицательная и унитарная ком-
поненты полярного разложения разности предельных значений харак-
теристической матрицы-функции *A , т.е. )(λχ -1

A . Приведенное равен-
ство позволяет определить оператор 
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где )()()( xGxfx =ϕ  и )(xf  принадлежит линейному многообразию 
образующему плотное множество в пространстве [ ]baLr ,2 . Оператор S  
определен на плотном в пространстве SH  множестве, где SH  – замы-
кание линейного многообразия, в которое переходит [ ]baLr ,2  при ум-
ножении его элементов на )(xG  справа.  

Если матрица-функция )()(* xx σσ  удовлетворяет условию 

∞<
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)()( max * xxvrai
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σσ , 

то простая часть оператора *A  подобна оператору умножения на не-
зависимую переменную  )(xxQ ϕϕ = . 
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Теорема. Пусть rKA +∈  и имеет место оценка 
∞<

≤≤
)()( max * xxvrai

bxa
σσ . Тогда кратность спектра s  простой части 

оператора равна )(  max xGrangvrais Abxa ≤≤
= , где )(xGA – неотрицатель-

ная компонента полярного разложения разности предельных значе-
ний  τλλχχ
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; a ,b  такие, что +∞≤≤≤∞− ba   

и )()( xx AA
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