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СИНТЕЗ ТЕРМИНАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНО-
ДИСКРЕТНЫМИ СИСТЕМАМИ МЕТОДОМ КОНЕЧНОГО 

СОСТОЯНИЯ 
 

Предложен метод синтеза терминального управления линейной непрерывно-
дискретной системы с квадратичным критерием качества, основанный на теории 
моделей конечного состояния. Приведен пример управления разгоном электро-
привода постоянного тока. 
 

Управление динамическими системами с помощью микропроцес-
соров и ЭВМ приводит к необходимости математического описания 
таких систем в виде непрерывно-дискретных моделей. В [1], напри-
мер, подобная линейная система   представлена   совокупностью диф-
ференциальных  уравнений,  описывающих  ее  на  интервалах  непре-
рывности    t t tk k≤ < +1    и разностных  уравнений,   описывающих 
скачки состояния в дискретные моменты tk : 
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где )(),( tBtA CC   – матрицы непрерывной части системы; )(tuC  – век-
тор непрерывного управления; )(),( kDkD tBtA  – матрицы дискретной 
части системы; )( kD tu  – вектор дискретного управления; θ  – множе-
ство точек tk  на временной оси, в которых вектор состояния )(tx  пре-
терпевает разрывы (скачки). Обобщение формулы Коши-Лагранжа для 
представления состояния системы (1) в заданный момент t f через со-
стояние в другой момент времени t дается в [1] выражением:
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Здесь матрица весовых функций W  также описывается уравнениями 
со скачками либо как функция первого аргумента, либо – второго: 
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где I – единичная матрица. 
В настоящей работе рассматривается синтез непрерывного )(tuC   

и дискретного управлений системой (1), переводящих ее из начально-
го состояния )( 0tx в заданное конечное состояние *x  в момент t f . Та-
ким образом, момент t f характеризуется нулевым значением критерия 
J : 

                    ( ) ( ),)()( ** xtxFxtxJ f
T

f −⋅⋅−=  
где F n n− ×   положительно определенная матрица весовых коэффи-
циентов. 

В соответствии с методом конечного состояния [2] назовем пере-
менной конечного состояния ту часть (2), которая зависит только от 
состояния в момент t  

],[  ),(),(),( fff ttttxttWtty 0∈= .   (5) 
Критерий J тогда эквивалентен значению функции ),( ttJ f  

( ) ( ),),(),(),( ** xttyFxttyttJ f
T

ff −⋅⋅−=    (6) 
взятой в момент t t f= . При этом ),( ttJ f , как функция t , имеет скач-
ки в моменты tk  как из-за наличия скачков в значениях элементов ве-
совых матриц (4), так и из-за скачков вектора состояния (1). 

Найдем такое непрерывное управление )(tuC , чтобы изменение 
критерия ),( ttJ f  от своего начального значения ),( 0ttJ f  к нулевому 
на участках непрерывности подчинялось дифференциальному уравне-
нию 
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где T  – желаемая постоянная времени, а  *J   выбирается так, чтобы в 
момент  t f  значение критерия ),( 0ttJ f  равнялось ну-

лю:
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0 .  Выражение для производной 
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получить, дифференцируя критерий (6) по второму аргументу: 
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где производная 
dt

ttdy f ),(
, в свою очередь, получается дифференциро-

ванием выражения (6) с учетом (4) 
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Следовательно, уравнение изменения критерия (7) имеет вид: 
( ) .),()()(),(),( ** JttJtutBttFWxttyT fCCf

T
f +−=−2  

Выполняя псевдообращение [3], получаем вектор непрерывного 
управления, обеспечивающий нулевое значение критерия (6) в момент 
t f : 
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где ],[ 1+∈ kk ttt , а знак  +  означает псевдообращение матрицы. 
Найдем теперь такое дискретное управление )( kD tu , чтобы в мо-

менты скачков критерий уменьшался в p  раз: 
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Для этого получим выражение, определяющее скачки y t tf k( , ) . На 
основании (5), (1) и (4) запишем: 
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Теперь уравнение для скачка критерия (9) представим в виде 
 

,)()(),(),(

,
),(

),(

*xtutBttWttyy
p
ttJ

ttJyFy

kDkDkfkf

kf
kf

T

−+−=∆

−
−=−−∆∆

0

0
0

 

откуда 

( )[ ]
.)()(),(

)()(),(),(

),(

*

0

02

0

=×

×+−−+

+
−

kDkDkf

T
kDkDkfkf

kf

tutBttFW
tutBttWxtty

p
ttJ

  (10) 

 
Последнее выражение представляет собой уравнение второго порядка 
для определения дискретного управления )( kD tu . 

После расчета дискретного управления )( kD tu  для определения 
)(tu„  на очередном участке непрерывности следует обновить значение 

J *  в (2), заменив ),( 0ttJ f  на ),( kf ttJ .       
Очевидно, непрерывное и дискретное управления конкурируют 

между собой в формировании поведения критерия ),( ttJ f . В частно-
сти, в любой момент tk  можно положить 1=p , что соответствует 

0=),( kf ttJ . Последнее означает, что управления )(tuC  и )( ikD tu +  в 
каждый момент времени t tk> , подсчитанные по (8) и (10), будут ну-
левыми. Таким образом, существует принципиальная возможность 
приведения системы (1) в заданное состояние за один такт к моменту 
t f . В общем случае для произвольного p , в том числе и для 1=p , 
решения уравнения (10) для вектора )( kD tu  может и не существовать. 
Однако, задавая pдостаточно большим, можно получить приемлемые 
управления. 

При практической реализации (8) и (10) можно учесть и ограни-
чения на управляющие воздействия. На их величины оказывают влия-
ние постоянная времени Т , коэффициент p  и количество тактов дис-
кретного управления.  

Для иллюстрации рассмотрим управление разгоном  электропри-
вода постоянного тока с математической моделью 
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где )(),( tti ω – ток и скорость – непрерывные координаты привода, uC  – 
непрерывное управление, Dkk ututu +−= )()( 0  – напряжение привода, 
uD  – дискретное управление. Таким образом, uC  определяет входное 
напряжение u  привода на интервалах непрерывности, а uD – опреде-
ляет его скачки (что имеет место, например, при применении пусково-
го реостата). 

В выражении критерия (6) определим переменные: 
[ ] [ ] ( ),, ,, ,),(),,(),( ***

21 FFdiagFixttttitty
TT

fff === ωω  
где ),(),,( tttti ff ω – переменные конечного состояния для тока и скоро-

сти непрерывной части привода, i* *,ω – значения тока и скорости ста-
ционарного режима. Матрицы модели (1) при этом следующие: 
 

. , , ,















==
















=























−

−−

=
1
0
0

1
0
0

000

0

1

DDC
M

e

C BIAB
J
k

J
C

L
C

L
r

A   (12) 

Тогда выражение (8) для непрерывного управления u tC ( )примет вид: 
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а (10) для дискретного –  
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Для расчета оптимального управления предварительно по систе-

ме (4) определяется и сохраняется в компьютерной памяти весовая 
матрица как функция второго аргумента. Заметим, что в данном част-
ном случае весовая матрица в силу (12) скачков не испытывает. Далее 
определяется ),( 0tty f . Для этого при заданных начальных условиях 
интегрируется система (11) при 0≡Cu  и  0≡Du   на интервале ],[ ftt0 . 
Зафиксированные в момент t f значения фазовых координат i,  ω  и об-
разуют искомые значения переменных конечного состояния 

),( ),,( 00 tttti ff ω . По выражению (6) рассчитывается критерий ),( 0ttJ f  
и по (8) определяется управление )( 0tuC  для первого шага интегриро-
вания системы (11). При t t h= +0 , т.е. через шаг интегрирования сис-
темы (11) получен вектор  [ ]Thtuhthtihtx )(),(),()( +++=+ 0000 ω . По-
добный процесс повторяется  на каждом шаге интегрирования систе-
мы (11) вплоть до момента первого скачка t1 . Тогда по (10) рассчиты-
вается дискретное управление )( 1tuD , пересчитывается координата 

)( ktu , критерий * ),,( JttJ kf  и далее продолжается расчет непрерывно-
го управления )(tuC . Таким образом, в момент tk  напряжение )(tu  
претерпевает разрыв, определяемый u tD k( ) . Заметим, что при прак-
тической реализации управления электроприводом с моделью (11) 
W t t W t t i t t t tf f f f13 23( , ), ( , ), ( , ), ( , )ω могут быть получены аналитически. 
При этом возможно управление приводом в реальном времени по 
принципу обратной связи. 

Для анализа был выбран двигатель постоянного тока П51 мощно-
сти 5 кВт с номинальным напряжением 110 В и с параметрами: 

70,=r Ом, 60,=L Гн – сопротивление и индуктивность якоря; 
cB , ⋅= 670eC  – электрическая постоянная; -2-12 самкг , ⋅⋅⋅= 51MC  – 

механическая постоянная; 2мкг, ⋅= 20J  – момент инерции; 
-12 смкг , ⋅⋅= 70k  – коэффициент трения. Постоянная времени критерия 

T  выбрана 0,16 с. Интегрирование дифференциальных уравнений вы-
полнялось методом Рунге-Кутта с шагом 0,001с на интервале c 1=ft . 
При этом до момента 0,5с управление производилось с помощью ал-
горитма (8), (10), а оставшееся время – при входном напряжении, рав-
ном номинальному (110 В). Скачки назначались в моменты 

c ,00501 =t , c ,2502 =t , c ,42503 =t , коэффициент 2=p , т.е. после каж-
дого скачка критерий должен уменьшаться в два раза. Весовые коэф-
фициенты приняты следующими: 241 21 == FF  , , что объясняется же-
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ланием в большей мере управлять скоростью привода. Стационарный 
режим характеризуется током А,* 551=i  и скоростью -1* с ,37110=ω . 
Графики тока, скорости и напряжения показаны на рисунке. Кривые 1 
относятся к случаю непрерывно-дискретного управления, кривые 2 –  
к случаю непрерывного управления, кривые 3 – к случаю включения 
привода постоянным напряжением 110 В. 
 

 
 

Из анализа результатов следуют выводы: 
1) время регулирования при использовании непрерывно-дискретного 
управления типа (8), (10) примерно в два раза меньше, чем при 
включении постоянным напряжением; 

2) непрерывное управление типа (8) уменьшает время регулирования, 
однако при этом перенапряжение превышает допустимое; 

3) точность непрерывно-дискретного управления выше, чем при ис-
пользовании  рассматриваемых альтернативных управлений; уста-
новившиеся значения тока и скорости для случаев 1, 2, 3 соответст-
венно равны: ток – 50,2, 58,4, 57 ампер, скорость – 106,8, 130,4, 
115,3 рад/с (сравните с желаемыми   i* ,= 51 5А, ω * ,= 110 37 с-1 ).   
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