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Поскольку 0sin 2
1 > , то знак выражения (11) совпадает со зна-

ком )sin( 2
1−p .  В силу равномерной ограниченности ),( ϕku  по Z∈k   

( ) ( ) 22
1

2 )(1)()0()()0(),()(1)0( ϕµϕϕµϕϕµϕ kURpkUkvkUR +≤−+=≤−
 

при p
RK 2∈ϕ . Поэтому для любого заданного 1>R  при достаточно 

малом µ  функции ),,(1 µϕkv  и ),,(1 µϕkΦ  удовлетворяют условиям 
теоремы 1 о равномерной асимптотической устойчивости при 

0)sin( 2
1 <−p  и условиям теоремы 2 о неустойчивости при 

0)sin( 2
1 >−p . 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ 

КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

 В работе [1] для одного класса существенно нелинейных систем диффе-
ренциальных уравнений рассмотрены теоремы об устойчивости и неустойчивости 
по нелинейному первому приближению, что позволило рассмотреть некоторые 
критические случаи для таких систем. В настоящей статье результаты работы [1] 
перенесены на системы конечно-разностных уравнений. При этом были исполь-
зованы результаты работы [2]. 
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 Пусть nαα ,...,1  - вещественные числа, каждое из которых мо-
жет принимать одно из следующих двух значений: 1и 1− . Следуя [3], 
рассмотрим выпуклый конус ),...,( 1 nK αα : 0≥ssx α  ),1( ns =  простран-
ства nR  и при этом сами числа nαα ,...,1  назовем параметрами конуса. 
Далее рассмотрим две следующие системы уравнений в конечных 
разностях: 

)n1,(s  )(...)()1( 11 =++=+ mxPmxPmx nsnss                    (1) 
)n1,(s  ))((...))(()1( 111 =++=+ mxPmxPmx nnsnss ϕϕ            (2) 

с вещественными и постоянными коэффициентами skP . 
Будем предполагать, что функции )( ss xϕ  - непрерывны и сохраняют 
знаки своих аргументов. В дальнейшем всюду будем предполагать, 
что матрица коэффициентов P  является невырожденной. Для даль-
нейшего изложения материала нам потребуются следующие леммы. 
Лемма 1. Если коэффициенты систем (1), (2) и параметры некото-
рого конуса ),...,( 1 nK αα  связаны соотношениями 

),1,(  ,0 nksP kssk =≥αα ,                                  (3) 
то любое решение системы (1) или системы (2), проходящее при 

0mm =  через точку ),...,( 1 nKM αα∈ , будет при всех 0mm ≥  оста-
ваться в указанном конусе [2]. 
Лемма 2. Пусть коэффициенты skP  линейной системы (1) удовле-
творяют условиям (3), тогда для того, чтобы все корни характери-
стического уравнения 

0)det()( =−=∆ EP µµ                                  (4) 
этой системы удовлетворяли условиям ),1(  1 njj =<µ , необходимо и 
достаточно существование положительных решений системы 
уравнений 

),1(  )1(
1

nsabPbP ssssss

n

sk
k

kkks =−=−+∑
≠
=

ααα                     (5) 

при любых положительных числах sa  [2]. 
Лемма 3. Пусть функции ))(( mxssϕ  нелинейной системы (2) удовле-
творяют ранее наложенным условиям и неравенствам 

),1(  )())(( nsmxmx sss =≥ϕ .                            (6) 
Тогда при выполнении неравенств (3) в конусе ),...,( 1 nK αα  решения 
нелинейной системы (2) мажорируют соответствующие решения 
линейной системы (1). 
Доказательство. Выберем точку ).,...,(),...,,( 1

00
10 nn KxxmM αα∈   
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Пусть ),1(  )( nsmxx ss ==  - решение линейной системы (1), 
)n1,(s  )( == mxx ss  - решение нелинейной системы (2), проходящие 

через указанную точку. Пусть 10 += mm , тогда 
=+−+=− ))1()1(())()(( 00 mxmxmxmx ssssss αα  

=−++−= ))())(((...))())(((( 00010111 mxmxPmxmxP nnnsnss ϕϕα  
++−= ...))())((( 101101111 ααϕαα mxmxP ss  
0))())((( 00 ≥−+ nnnnnsnsn mxmxP ααϕαα  

Т.е. ),1(  )1()1( 00 nsmxmx ssss =+≥+ αα . 
Продолжая этот процесс, делаем заключение о справедливости леммы 
3. 
 Далее рассмотрим нелинейную систему конечно-разностных 
уравнений вида 

+++=+ ))((...))(()1( 111 mxPmxPmx nnsnss ϕϕ                  (7) 
),1(  )))(()),...,((( 11 nsmxmxR nns =+ ϕϕ , 

коэффициенты которой связаны с параметрами некоторого выпуклого 
конуса ),...,( 1 nK αα  соотношениями (3), функции )( ss xϕ  удовлетво-
ряют ранее сделанным предположениям и  
неравенствам (6), а величины sR  удовлетворяют условиям 

)()( ϕϕ oR =  при 0→ϕ , где ∑
=

=
n

s
sxx

1
. 

Теорема 1. Пусть система (7) такова, что все корни “характери-
стического” уравнения 0)det( =− EP µ  по модулю меньше единицы, 
тогда при сделанных выше предположениях о правых частях систе-
мы (7) ее нулевое решение асимптотически устойчиво в некоторой 
достаточно малой окрестности начала координат. 
Доказательство. Выберем числа 1=sa  и определим числа sb  из сис-
темы уравнений 

),1(  )1(
1

nsbPbP
n

sk
k

ssssskkks =−=−+∑
≠
=

ααα .                     (8) 

Согласно лемме 2 эта система однозначно разрешима и все опреде-
ляемые из нее числа 0>sb . 

Положим ∑ ∑
= =

==
n

s

n

s
sssss mxsignmxbmxbxV

1 1
)( )()()( , 

где 1)( =mxsign s , если 0)( ≥mxs , и 1)( −=mxsign s , если 0)( <mxs . 
Заметим, что систему (8) можно представить в виде 
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),1(  1)1(
1

nsbPbP
n

sk
k

ssskks =−=−+∑
≠
=

. 

Нетрудно видеть, что в силу системы (7) 

+−+≤∆ ∑ ∑
=

≠
=

n

s
ss

n

sk
k

ssskksm mxbPbPV
1 1

))(())1(( ϕ  

)())(()))(()),...,(((
1

11 ϕϕϕϕ RbmxmxmxRb
n

s
nnss +−≤+ ∑

=

, 

где }{max ss
bb = . 

Ясно, что в достаточно малой окрестности начала координат 
)7(mV∆  

является функцией отрицательно знакоопределенной, что и доказыва-
ет теорему. 
 Рассмотрим далее систему конечно-разностных уравнений с 
линейным первым приближением 

),1(  ))(),...,(()(...)()1( 111 nsmxmxQmxPmxPmx nsnsnss =+++=+ ,  (9) 
коэффициенты которой skP  и параметры sα  некоторого конуса 

),...,( 1 nK αα  связаны соотношениями (3), а функции sQ  удовлетворя-
ют следующим условиям: 
1) 0),...,( 1 ≥nss xxQα  в точках конуса ),...,( 1 nK αα ; 
2) )()( xoxR =  при 0→x . 
Лемма 4. Пусть правые части системы (9) удовлетворяют ранее 
сделанным предположениям, и характеристическое уравнение линей-
ного первого приближения 0)( =∆ µ  имеет хотя бы один корень 

1: >jj µµ . Тогда нулевое решение системы (9) неустойчиво в конусе 
),...,( 1 nK αα . 

Рассмотрим систему алгебраических уравнений 

),1(  1)1(
1

nsbPbP
n

sk
k

ssskks ==−+∑
≠
=

.                         (10) 

Нетрудно видеть [2], что в данном случае эта система однозначно 
разрешима, причем хотя бы одно из чисел kbb ,...,1 , найденных 
из (10), положительно. 

Положим в конусе ),...,( 1 nK αα  ∑
=

=
n

s
sss xbV

1
α . Ясно, что эта функция 

способна принимать в конусе K  положительные значения и ее первая 
конечная разность в силу системы (9) приводится к виду в конусе 

),...,( 1 nK αα : 
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∑
=

+=∆
n

s
nssm xxQbmxV

1
1 ),...,()( . 

Ясно, что решения системы (9) с начальными условиями 
),...,()( 10 ns Kmx αα∈  при возрастании m  остаются в этом конусе, и в 

достаточно малой окрестности начала координат в конусе ),...,( 1 nK αα  

)9(mV∆  является функцией положительной знакоопределенной. Таким 
образом, лемма доказана. 
 Приведенные выше результаты позволяют легко получить сле-
дующую теорему. 
Пусть правые части системы с нелинейным первым приближением (7) 
удовлетворяют условиям, наложенным в теореме 1.  
Если при этом характеристическое уравнение 0)( =∆ µ  имеет хотя бы 
один корень 1: >jj µµ , то нулевое решение системы (7) неустойчиво 
в конусе ),...,( 1 nK αα . 
Теорема 2. Пусть система (7) такова, что ее коэффициенты skP  и 
параметры некоторого конуса ),...,( 1 nK αα  связаны соотношениями 
(3), а функции )( ss xϕ  - непрерывны, сохраняют знаки своих аргумен-
тов и удовлетворяют неравенствам (6). Будем также предполагать, 
что )()( ϕϕ oR =  при 0→ϕ  и в конусе ),...,( 1 nK αα  выполняются 
неравенства 

),1(  0)))(()),...,((( 11 nsmxmxR nnss =≥ϕϕα .                  (11) 
 

Если при этом характеристическое уравнение 0)det()( =−=∆ EP µµ  
имеет хотя бы один корень по модулю больший единицы, то нулевое 
решение системы (7) неустойчиво. 
Для доказательства вместе с системой (7) рассмотрим систему (9) с 
теми же коэффициентами skP . Пусть у системы (7) 

))(()),...,(( 11 mxmx nnϕϕ  - произвольные заданные функции, удовлетво-
ряющие ранее сформулированным условиям. В этом случае выберем 
функции ))(),...,(( 1 mxmxQ ns  в системе (9) такими, что )()( xoxQ =  
при 0→x  и 

)))(()),...,((())(),...,(( 111 mxmxRmxmxQ nnssnss ϕϕαα ≤            (12) 
),1( ns = . 

При выполнении условия (12) к нелинейным системам (7) и (9) при-
менимы утверждения, содержащиеся в лемме 3, т.е. решения нели-
нейной системы (7) будут при выполнении неравенств (12) в конусе 

),...,( 1 nK αα  мажорировать соответствующие решения системы (9). Но 
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в указанном конусе нулевое решение системы (9) будет неустойчи-
вым на основании леммы 4, откуда в конусе ),...,( 1 nK αα  следует неус-
тойчивость нулевого решения системы (7). 
 Рассмотрим далее пример для случая, когда правые части со-
ответствующей системы удовлетворяют условиям теоремы 2, но ха-
рактеристическое уравнение первого нелинейного приближения, не 
имея корней по модулю больше 1, имеет корень, равный 1. 
В указанном выше критическом случае исследуем устойчивость сле-
дующей системы уравнений в конечных разностях: 
 

,

))((3))((1,0))((2,0)1(

))(())((2,0))((4,0)1(

))((2))((3,0))((8,0))(()1(

3
3
333223
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233222

1
3
13322111










−−−=+

+−=+

+−+=+

mxmxmxmx

mxmxmxmx

mxmxmxmxmx

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕϕ

 (13) 

 
где )( ss xϕ  - любые непрерывные функции, сохраняющие знаки своих 
аргументов и ),1(  )( nsxx sss =≥ϕ . 
Нетрудно видеть, что в конусе )1,1,1( −K  правые части системы (13) 
удовлетворяют условиям, наложенным на правые части соответст-
вующей нелинейной системы (7) в теореме 2. 
Положим 321321 ),,( xxxxxxV ++= . Очевидно, что в конусе )1,1,1( −K  
эта функция V  способна принимать положительные значения, а ее 
первая конечная разность в указанном конусе удовлетворяет неравен-
ству 

))((3))(())((2 3
3
32

5
21

3
1 mxmxmxVm ϕϕϕ −+≥∆ , 

то есть является функцией положительно знакоопределенной в этом 
конусе. Следовательно, нулевое решение системы (13) неустойчиво, 
т.к. в конусе )1,1,1( −K  выполняются все условия первой теоремы Ля-
пунова о неустойчивости. 
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