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ПРЯМЫЕ ИНТЕРВАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ И ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО 

УПРАВЛЕНИЯ 
  

На основе построения интервальных расширений решения вариационной 
задачи и остаточного члена квадратурной формулы задача сводится к 
минимизации интервальнозначной функции. Доказана теорема, выполнение 
условий которой гарантирует получение интервалов,  содержащих решение 
начальной задачи. Предложены алгоритмы решения задачи в замкнутом виде, 
которые автоматически учитывают все виды погрешностей. Для решения системы 
нелинейных уравнений, к которой сведена π  – система задачи оптимального 
управления, предлагается применять интервальный аналог метода Ньютона. 

 
При решении вариационных задач и задач оптимального 

управления необходимо находить экстремумы некоторых 
функционалов зависящих от одной или нескольких переменных при 
разных ограничениях. Например, (см. [1]) два полупространства 1 и 2 
сжимаются распределенной силой )(τq , и подпространство 1 скользит 
со скоростью )(τv  по полупространству 2. Нужно найти закон 
распределения сжимающей силы, при котором изнашивание будет 
минимальным; температура на границе полупространств не превысит 
заданных критических значений; процесс торможения состоится за 
минимальное время. Итак, если T - время, на протяжении которого 
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движение прекратится, то нужно найти такую функцию )(τq , при 

которой функционал ∫ +=
T

dqvqtkkvJ
0

21 )()))(),(,(()( ττττττ  принима-

ет наименьшее значение, где ∫−=
τ

τ
0

0 )()( dxxqvv m
f ,  ,0)(,0)0( == τvq   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ττττττ uqvcvqt ⋅⋅⋅≡ 1,, , )(τu  – известная функция; ,1c  ,1k  ,2k  
0,, vmf  - известные  константы [1]; ограничения на критическую тем-

пературу - )2,1())(),(,( =≤ ikvqt ii τττ .  
Применение интервальной математики для решения таких задач 

принципиально не отличается для разных их классов. Поэтому будем 
рассматривать простейшую задачу вариационного исчисления 

 

min))(),(,()( →′= ∫
b

a

dttxtxtfxJ                                (1) 

 

при .)(,)( ba xbxxax ==                                       (2) 
 

Прямые методы решения вариационных задач, как правило, 
состоят в переходе к некоторым эквивалентным задачам на экстремум 
функции многих переменных. Тогда  
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где функция ),( yxg  определяется  видом   функции ( ) ( )( ), ,f t x t x t′ , 
примененной квадратурной формулой, выбором аппроксимации 
производной )(tx′  в узлах квадратурной формулы; ξrri , -ошибки 
аппроксимации соответственно в узлах квадратурной формулы и в 
промежуточной точке остаточного члена )( ξrRn этой квадратуры. 
Пренебрегая величинами ξrri , и остаточным членом )( ξrRn , решение 

задачи bna

n

i
ii xxxxxxg ==→∑

−

=
+ ,,min),( 0

1

0
1  считают решением задачи 

(1), (2) в узлах ),...,2,1,0( nit i = . Все такие методы решают лишь 
задачи близкие к (1), (2)  и поэтому необходимо ещё дополнительно 
исследовать устойчивость каждого из них. 

Прямые интервальные методы решения вариационных задач с 
использованием квадратурных формул состоят в сведении таких задач 
к задаче минимизации соответствующей интервальнозначной 
функции многих переменных путём построения достаточно узких 
интервальных расширений производных искомой функции )(tx  и её 
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остаточного члена )( ξrRn  между смежными узлами квадратуры. Так 
построенную задачу далее решаем соответствующими  методами 
интервального анализа.  

При решении задачи (1), (2) методами интервального анализа 
строим интервальный сплайн [4], степень которого определяется 
порядком старшей производной функции )(tx , входящей в 
остаточный член соответствующей квадратурной формулы. Учитывая 
это, целесообразно использовать в (3) квадратурные формулы 
прямоугольников или трапеций, требующие построения кубических 
сплайнов. Это существенно упрощает вид  функции, которую нужно 
минимизировать, и уменьшает объём вычислений.  

Пусть  
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nn cFcR ξ , ic - коэффициенты соответствующей 

квадратурной формулы; nR - некоторое интервальное оценивание на 
промежутке ],[ ba  остаточного члена nR . Тогда 
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)()( . Пусть для определённости формула (4) 

является квадратурной формулой трапеций, т.е., 
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где ],[),,( 1 batt iii ∈∈ − ηξ . Учитывая определение функции )(tF , 
имеем: 
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Вычислим согласно методике, описанной в [4], на каждом 
интервале iT интервальные расширения )3,2,1()( =jx j

i . Интервальное 
оценивание для остаточного члена nR  будем осуществлять в форме 
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n

i
in FhR ξ , так как при этом интервальное оценивание на 

всем промежутке ],[ ba  является объединением интервальных 
оцениваний соответствующих функций на узких интервалах iT , где 
отклонение их от ),( iTFW ′′  (см. [2]) незначительное. Это 
минимизирует интервальное оценивание остаточного члена nR . 
Подставим в (5) вместо )(),(, iii xx ξξξ ′  соответственно интервалы 

′
iii XXT ,, ,  где ′

ii XX , - интервальные оценивания функций )(),( txtx ′  на 
интервалах iT , и все действия заменим на соответствующие действия 
над интервалами.  В результате получим интервал nn RR ⊇ . 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 1.   Если решение )(tx задачи (1-2) трижды непрерывно 

дифференцируемо на промежутке ],[ ba , то ii Xtx ⊆)( , где 

),...,1,0( niX i =  - решение задачи min),,(
0

→+′∑
=

n

i
niiii Rsxtfc , is′- 

интервальные  расширения в узлах квадратурной формулы 
производной  сплайна, построенного по методике из [4]. 

Полученную задачу можно решить так.  Пусть функция 
IRAxF →∈:)(  интервальнозначная. Её можно интерпретировать 

как совокупность всевозможных функций, заданных на интервале А, 
область значений которых содержится в области значений функции 

)(xF . Очевидно, что )()( 21 xFxF < , если )()( 21 xfxf <  для всякой 
)()( xFxf ∈ . Поэтому  локальным минимумом  интервальнозначной 

функции будем называть  интервал, на котором каждая )()( xFxf ∈  
имеет локальный минимум.  Графически данная ситуация изображена 
на рисунке 1.  

 

 
ξ1 

F* 

ξ2  
 

Рис. 1 
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Глобальным минимумом интервальнозначной функции называем ин-
тервал, на котором содержатся  глобальные минимумы всех 

)()( xFxf ∈ . Иными словами, если IRAxF →∈:)(  (или 

IIAxF →∈:)( ), то  )()(min
1

ξFxF
n

iAx =∈
= U , где Ai ⊂ξ , U

n

i
i

1=

=Ω ξ  . 

Здесь ξи такие, что для всякой )()( xFxf ∈  имеет место включение 
Ω∈

∈
)(minarg xf

Ax
. 

Если заданная некоторая интервальнозначная функция 
])(,)([)( xkxkxF = , x∈A, RRxkxk →:)(,)(  то интервалы ξи можно 

найти так. Пусть  )(min xk=η , Тогда Ai ⊂ξ  это те интервалы, на 
которых ixxk ξη ∈≤  ,)( , причем ])(min,)(min[)(min xkxkxF

AxAxAx ∈∈∈
= .  На  

рис. 1 интервал F* является минимумом данной функции, а ξи – 
интервалы, на которых этот минимум достигается. Поэтому минимум 
интервальнозначной функции можно найти так. Находим  
минимальное значение верхней и нижней границы интервала )(xF . 
Далее ищем  такой отрезок (или отрезки), на котором нижняя граница  
меньше или равна минимальному значению верхней границы. 

Однако можно предложить алгоритм, не требующий минимиза-
ции функций )(,)( xkxk , что существенно уменьшает объём вычисле-
ний. Он особенно эффективный в том случае, когда эти функции не 
дифференцируемы. 

Пусть { }mXXX ,,1 ⋅⋅⋅=∗  - множество интервалов, на котором 
достигается решение данной задачи, а ∗F - её решение. Тогда их 
вычисляем согласно следующего алгоритма: 

1. из множества ∗X выбираем  интервал jX   наибольшей ширины; 

2. интервал jX   делим пополам и ими заменяем интервал  ∗X  ; 

3. из множества ∗X выбрасываем те интервалы, для которых су-
ществует хотя один интервал Xj из того самого множества, для 
которого F(Xi) ≥ F(Xj) в смысле выше введенного определения; 

4. если был изъят хотя бы один элемент из данного множества, то 
переходим на 5), иначе – на 6); 

5. в множестве X* объединяем интервалы, которые пересекаются;  
6. если все интервалы множества X* удовлетворяют некоторому 
условию остановки метода (например ω(Xi) ≤ ε), то – «конец 
алгоритма», иначе переходим на 1). 
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В результате получаем множество ∗X , состоящее из интер-
валов, содержащих решение. Величину F* получаем объединением 
значений функции на интервалах множества X*, т.е. 

 

U
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)(*
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i
i

XFF
∈

= . 

 

В [3] такой методикой решена задача из [1], приведенная выше. 
Пусть на траектории управляемой системы  

UtxxxTtuxf
dt
dx
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нужно минимизировать по )(⋅u  функционал  
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Решение задачи (6-8) эквивалентно решению π- системы ([5] ): 

I. ),( uxfx =& ,     II.    ∑
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m
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i
xix uxФguxf
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III.   )),(),((max))(),(),(( uttxHtuttxH
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при условиях 
I. )0)(()0( 0 =Γ= xxx ,       II.    )0(0)( == ∗ψψ xГt , 

III. miuFi ,...,2,10))(( ==⋅ ,                           (10) 
где 

∑
=

+≡
m

i

i
i uxfuxФguxH

0
)),,((),(),,( ψψ . 

Пусть  ))0(,...,),0(),...,0(( 11 mn ggψψξ =  - вектор искомых параметров. 
Задача (9) с таким начальным условием превращается в задачу Коши. 
Интегрируя ее, определим )(),(),( tuttx ψ  а, следовательно, и 

))((),( ⋅uFT iψ . В результате получим неявную зависимость )(ξZz = , 
где )))(()),...,.((),(),...,(( 11 ⋅⋅= uFuFTTz mnψψ . Итак, решение задачи (9-
10) эквивалентно решению системы нелинейных уравнений 0)( =ξZ . 
Точечные методы для решения этой системы, вообще говоря, 
применить невозможно, известные интервальные методы – также. Од-
нако, применив методику получения интервального оценивания про-
изводной )(ξZ ′  по схеме, приведенной в [4], эту систему можно ре-
шить интервальным аналогом метода Ньютона [2]. При этом на каж-
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дом шаге задачи (9, I), (9, III) решаем соответствующими интерваль-
ными методами  [2,6]. 
 
 
П.С. Сеньо Прямі інтервальні методи розв’язування варіаційних задач і задач 
оптимального управління. 

 
РЕЗЮМЕ . На основі побудови інтервальних розширень розв’язку варіаційної 
задачі і залишкового члена квадратурної формули задача зводиться до мінімізації 
інтервальнозначної функції. Доведено теорему, виконання умов якої гарантує 
одержання інтервалів, що  містять розв’язок початкової задачі. Запропоновано 
алгоритми розв’язання задачі в замкнутому виді, які автоматично враховують усі 
види похибок. Для розв’язування системи нелінійних рівнянь, до якої зведена π - 
система задачі оптимального керування, пропонується застосовувати інтер-
вальний аналог методу Ньютона . 

 
P.S. Senio  Direct interval means of the solution of variational problems and 
problems of the optimal comtrol 

 
SUMMARY. On the basis of the interval extension of the solution of a variational 
problem and a remnant member of the square formula, the problem comes to the 
minimization of the interval-pointed function. The fulfillment of the proved theory’s 
conditions guarantees the receiving of intervals, which include the solution of an initial 
problem. The suggested algorithms of the problem’s solution in the enclosing form, 
which cover automatically all kinds of errors, which arise during the solution of this 
problem by the point methods. For the solution of the π - system of the problem of the 
optimal direction is pointed to, an interval analogue of the Newton method of the 
solution of the non-obviously given non-linear systems of equations is suggested.     
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